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Lineare Approximationsoperatoren in (M)-Raumen

EBERHARD SCHOCK

Institut fiir Angewandte Mathematik, Universitiit Bonn

Bei der Approximation von Funktionen beziiglich einer stetigen Norm
durch lineare Teilraume stellt sich die Frage, wie man die Teilraume zu
wahlen hat, um zu moglichst giinstigen Fehlerschranken zu kommen.
Zugleich ergibt sich das Problem, die Fehler der Ableitungen abzuschatzen.
Als MaB flir die Oiite der Approximation bietet sich die Konvergenz­
geschwindigkeit der Minimalabweichungdes Elementes x vom n-dimensionalen
Teilraum En bezliglich der stetigen Norm Pu

p(x,Pu,En) = inf{pu(x - y), y E En}

an, d.h. wir fragen nach Nullfolgen {O(n} mit

lim 0(;; 1 p(x, Pu, En) = O.
n->ro

Wie man weiG, versagt dieses Kriterium in (B)-Raumen (Korollar 1). Wir
zeigen, daB die einzigen (F)-Raume, in denen dieses Kriterium sinnvoll
angewendet werden kann, (M)-Raume sind, d.h. Raume, in denen jede
abgeschlossene beschrankte Menge kompakt ist. In (M)-Raumen mit p­
absoluter reguliirer Basis geben wir lineare Operatoren L an, die jedem
x E E eine Approximation Lx zuordnen, flir die wir eine Fehlerabschatzung
angeben konnen. In der Bezeichnungsweise schlieBen wir uns Kothe [3] und
Pietsch [5] an.

Es sei E ein lokalkonvexer Raum, U(E) sei ein Fundamentalsystem von
abgeschlossenen absolutkonvexen Nullumgebungen U von E. Jedem U E U(E)
entspricht eine stetige Halbnorm Pu

Pu(x) = inf{T > 0, x E TV}.

Flir zwei Teilmengen A, B von E mit A c B und einen n-dimensionalen
Teilraum En von E sei

SeA, B, En) = inf{S > 0, A c SB + En},

SiA, B) = inf{S(A, D, En), En C E, dim En < n}.

Flir x E E, U E U(E), A c U sei

p(x, Pu, En) = inf{pu(x - y), y E En},

peA, Pu, En) = sup {p(x, Pu, En), X E A}.
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Dann gilt (vgl. [6])
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peA, Pv, En) = o(A, V, En)'

Als diametrale Dimension LJv(E) bezeichnet man naeh Bessaga, Pelczynski,
Rolewiez [1) und Pietsch [5] die Menge aller Zahlenfolgen 0= {ai' i E I},
(I = {a, 1,2, ...}) mit der Eigensehaft: Fur al1e V E U(E) gibt es ein V E U(E)
mit V c V, so daB fUr al1e i E I gilt oJV, V) ;( 0/.

Wie das folgende Lemma zeigt, ist die diametrale Dimension nur in (M)­
Raumen nieht trivial.

LEMMA 1. Es sei E ein (F)-Raum. Es gebe ein 0 E Llu(E) mit lim/-->oo 0/ = O.
Dann ist E ein (M)-Raum.

Beweis. Sei Beine abgeschlossene beschrankte Teilmenge von E, d.h. fUr
alle V E U(E) gibt es ein TV mit B c 'Tv V. Zu V E U(E) gibt es nach Definition
der diametralen Dimension ein V E U(E) mit o/(V, V) < o/> also ist o/(B, V) <
'Tv 0/. Daher ist o/(B, V) fUr alle V E U(E) eine Nullfolge, somit gibt es fur
E :> 0 ein n mit o/(B, V) < E flir alle i;;;. n. Daher existiert nach Definition von
olB, V) ein endlieh dimensionaler Teilraum E/ von Emit Be EV + E/. Wei!
V/ = V n E/ ohne Besehrankung der Al1gemeinheit als besehrankte, also
kompakte Teilmenge eines endlich dimensionalen Teilraumes E/ angenommen
werden kann, gibt es endlieh viele Elemente Xl> ... , Xk mit

k

(oo(B, V) + E) V/ c U {Xj + EV}.
j~1

Ein beliebiges Element x E B laBt sieh darstellen in der Form x = €Y + z,
Z E Eh Y E U. Dann gilt

Pu(Z) ;( EPU(Y) +Pu(x) < E + oo(B, V).

FoIglich hat man

k

X E EV + (€ + oo(B, V)) Vi C U {Xj +2€V}.
j~l

Also ist B durch ein endliehes (2€)-Netz uberdeekt und somit kompakt.
Gibt es in LIveE) eine Nullfolge 0/, so gibt es zujeder beschrankten Teilmenge

B und zu jeder Nullumgebung Veine Folge von i-dimensionalen Teilraumen
E/mit

lim Oil p(x, Pv, E/) = 0
/->00

ftir alle x E B.
Wir beweisen nun eine Umkehrung dieses Sachverhaltes.
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SATZ 1. Sei E ein reflexiver (F)-Raum und {<Xl} eine monotonfallende Folge
positiver Zahlen mit liml->ro <Xl = O. Fur aIle U E U(E) gebe es Teilriiume EI

mit dimEI < i, so daj3fur alle x E E gilt

lim <Xli p(x, Pu, E I ) = O.
1->00

Dann ist E ein (M)-Raum.

Beweis. Sei Beine abgeschlossene beschrankte Teilmenge von E. FUr aIle
€ > 0, fUr aIle U E U(E) und fUr aIle i E I gibt es ein XI E B mit

P(XI, Pu, E i) > o(B, U, EI) - E.

Da B schwach kompakt ist, gibt es eine schwach gegen Xo konvergente Teilfolge
{Xlk} der Folge {Xi}' Daher gibt es ein ko mit

p(xo, Pu, Elk) > o(B, U, Elk) - E

fUr aIle k ;;;. ko.
Also ist

lim oci l o(B, U, El) = 0,
i->oo

und wegen MB, U) < o(B, U,EI)

lim <XlI 01(B, U) = O.
1->00

Daher istB kompakt, und E ist als (M)-Raum nachgewiesen.
Da ein (B)-Raum, in dem beschrankte Mengen relativkompakt sind, endlich

dimensional ist, haben wir das

KOROLLAR 1. 1st E ein reflexiver (B)-Raum, sofolgt aus den Voraussetzungen
von Satz I, daj3 E endlich dimensional ist.

Damit haben wir einen Satz von Bernstein erhalten (vgl. Timan [9], S. 40).
Wie von Pallaschke [4] gezeigt wurde, gilt dieser Satz von Bernstein auch in
einer groBen Klasse von metrischen, z.B. in lokalbeschrankten Raumen.

KOROLLAR 2. 1st E ein reflexiver (F)-Raum und Q(l < (i + 1)-3, so folgt aus
den Voraussetzungen von Satz I, daj3 E nuklear ist.

Beweis. Nach Pietsch [5] ist E nuklear, wenn aIle kanonischen Abbildungen
E(B, U):E(B) --+ E(U) nuklear sind. Dabei ist E(B) = U nB, normiert mit

nEN

der Norm PH' B absolutkonvex und kompakt, E(U) = E/Pl/{O}, normiert
mit der Norm Pu. Wegen 0ICB, U) < yCi + 1)-3 mit einer Konstanten y > 0
ist die kanonische Abbildung E(B, U) aber nuklear. Wir vermerken noch,
daB die Bedingung 0ICB, U) < y(i + 1)-3 nur eine grobe Abschiitzung ist.
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1st aber E nuklear, SO gibt es zu jeder beschrankten Menge B und fUr aIle
U E U(E) schon Teilraume Ej mit

lim (i + l)k p(x, Pu, E;) = °
i--7OO

fUr alle natiirlichen Zahlen k und alle x E B (vgl. (6]).
Sei U, V E U(E) mit V c U, dann gibt es nach Definition der i-ten Durch­

messer Teilraume E I mit

o(V, U,Ej ) = inf{o > 0, VC oU + Ei } < 20j (V, U)

d.h. jedes x E V laBt sich darstellen in der Form

x = oy + z mit y E U und z E E i .

Dann gilt
Pu(x - z) = Pu(oy) < O.

Damit erhalten wir fUr eine Fehlerabschatzung den

SATZ 2. Sei E ein lokalkonvexer Raum. Fur alle U, V E U(E) mit V c U
gibt es Teilriiume EI von Emit dimEI < i, so da} gilt:

Fur alle x E E gibt es ein Z E E I mit

Pu(x - z) <;;; 20 i(V, U) Pv(x).

Fiir die praktischen Anwendungen ist die Aussage dieses Satzes noch zu
schwach. Wir werden daher fiir gewisse lokalkonvexe Raume eine Methode
angeben, die es erlaubt, sowohI die i-ten Durchmesser 01(V, U) zu berechnen
als auch Teilraume El zu finden, deren Existenz in Satz 2 nachgewiesen wurde.
1m wesentIichen geht diese Methode auf DragiIew (2J zuriick.

Eine Folge eo, el> ... von Elementen eines Iokalkonvexen Raumes E heil3t
eine Basis, wenn es fUr alle x E E eine eindeutig bestimmte Zahlenfolge
TJo, TJ I> 1]2, ..• gibt, so daB gilt

n

X = lim 2: 'YJjej.
n~C'() i=O

Durch den Ansatz

oder
'YJ~ = <x, f,,)

werden Linearformen h. auf E definiert, die stetig sind, wenn E z.B. ein
(F)-Raum ist.

Eine Basis {el} eines (F)-Raumes E heiBt nach [7J p-absolut, (p;;:;. 1), wenn
die Topologie von E auch durch das System der Halbnormen

qu(x) = (~I<x,ft)IPPu(et)prp
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erzeugt werden kann, dabei durchlaufePu ein Fundamentalsystem von stetigen
Halbnormen von E.

Eine p-absolute Basis heil3e nach Dragilew [2) reguliir, wenn fUr aIle stetigen
Halbnormen die Folge

monoton ist. Wir bezeichnen mit

UD(E) = {V, V = {x E E, qu(x) < €}, U E U(E), € > O}.

LEMMA 2. Es sei X ein normierter Raum mit der Einheitskugel Xu, P: X -+ X
eine lineare Abbi/dung mit liP \I < 1, P 2 = P und dimP (X) = n + 1. Dann folgt
fur jede beschriinkte Tei/menge A von X aus der Beziehung

Xu n P(X) c a-I A
die Ungleichung

oiA, Xu) ;;;:, a.
Dieses Lemma ist bei Pietsch bewiesen ([5], S. 130).

LEMMA 3. Fur die mit den Zahlen 00 ;;;:, OJ ;;;:, 02 ;;;:, ... > 0 gebildete beschriinkte
Teilrnenge A von lV

gelten die Identitiiten

(U ist die Einheitskugel von lP.)
Beweis. Wir betrachten in lV in Anlehnung an Pietsch die linearen Teilraume

Fm = {7} E IV, 1)1 = 0 fUr i;;;:, rn}.

Dann bestehen wegen

OJ '" '"2: ITJI!v< 2: om Oi l l1)llv<om 2: 0t:11TJ1\v<Om
i=m i=m i=m

die Beziehungen

Also ist
Sm(A, U) < o:,{v.

Wir betrachten nun die Abbildungen Pm:/P -+ IV mit

1) 1-7 {7}0, 1)10' .. , 1)m, 0, 0, ...}.

Dann gilt IlPmll < 1, Pn?=Pmund Fm+1=Pm(l1').
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Wegen
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gilt

Also folgt aus Lemma 2

damit gilt also

un Fm+1 C O;;,l/p A.

Wir kommen nun dazu, ftir einen (F)-Raum Emit p-absoluter reguliirer
Basis {et} die i-ten Durchmesser zu berechnen und die in Satz 2 garantierten
Teilraume zu bestimmen. Wir betrachten zwei Nullumgebungen

Vk = {x E E, i~ I(x, };)!pPk(e;)p < I},
k E {1,2} mit VI C V2. Wegen VI C V2 ist {piet)/PI(et)} monoton fallend.
Die Menge

VI = {xEE, i~ I<x, };)IP ({;~~::~rlP2(et)r} < I

entspricht der Menge A in Lemma 3, der Raum I\P

I\P = {1J = {(x, };)}, j~ 11Jt!PP2(et)P < (1), x E E}
ist ein dichter Teilraum von IP mit der Einheitskugel

{1J E I\P, ~ /1Jt!PP2(e/)p < I}.
i~O

Daher erhalten wir aus Lemma 3 den

SATZ 3. Es sei E ein (F)-Raum mit p-absoluter reguliirer Basis {ed. Sei
E/ = spann [eo,el>' . .,e/-d, VI> V2 E UD(E) mit VI C V2• Dann ist

Flir einen (F)-Raum mit Basis {et} bilden wir den linearen Approximations­
operator

n-I

Lnx = I <x,};) ei'
t~O

Pann erhalten wir aus Satz 2 die Fehlerabschiitzung
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SATZ 4. Es sei E ein (F)-Raum mit p-absoluter reguliirer Basis {ell. Dann gilt
fur aile x E E und fur aile U, V E UD(E) mit V c U die Fehlerabschiitzung

( L) pu(en) ()
Pu x- nX ,,;;;-(-)py x.

pven

Da in einem nuklearen (F)-Raumjede Basis absolut ist, gilt Satz 4 in allen
nuklearen (F)-Raumen mit regularer Basis. Wir verweisen auf die Beispiele
in [6]. Wir geben daher abschlieBend ein Beispiel eines nicht nuklearen
(M)-Raumes mit 2-absoluter reguHirer Basis an.

Es sei f:R ~ Reine integrierbare Funktion mit der Periode 27T und es
gelte

f:" f(t) dt = O.

Dann ist fUr jede Zahl IX > 0 das Integral I,,(J) der Ordnung IX definiert durch

I,,(J)(t) = T(IX)-l [<X) (t - r)"-I f(r)dr

und die Ableitung der Ordnung IX = n + y (0,,;;; y < 1) durch

d" dn+1

dt" f(t) = dtn+1 II-if) (t).

(Diese Definition geht auf H. Weyl zuriick, vgl. Zygmund [10].) Insbesondere
gilt

d"
dt" costnt = n"(c" cosnt + s" sinnt),

d" . "(' )dta. smnt = n Ca. smnt - s"- cosnt ,

mit
7T

Crt = cos "2 (1 - y),

Wir setzen

a(J) = 5:" f(t) dt

ftir eine beliebige integrierbare Funktion der Periode 27T und definieren die
Halbnormen

Pa(J) = (J:" If(t)1 2 dt)1I2

(J 2" I d" 1
2 )1/2P,,(J) = a dta. (J(t) - a(J» dt

fUr IX > O.
25
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Auf dem linearen Raum Horz
2 alIer 27T-periodischen Funktionen / mit

PfJ(f) < 00 fUr aIle (3 mit 0 <; (3 < IX

fUr 0 <; (3 < IX

wird durch das Halbnormensystem {PfJ, 0 <; fJ < IX} eine separierte 10kaI­
konvexe Topologie gegeben, so daB Ho/ ein (F)-Raum ist. Jede Funktion
fE Ho,/ gestattet eine Fourier-Entwicklung

'"/(I)=ao+ 2: allcosnt+bllsinnt
1l~1

und es gilt

PfJ(cosnt) = nfJ(ci +SfJ2)1/2 = nfJ,

PfJ(sinnt) = nfJ(c/ + S/)1/2 = nfJ ,

( '" )1/2
PfJ(f) = n~1 (a/ +b/)n

2p
.

Also wird die Topologie von Horz
2 durch die Halbnormen

(

"'OJ )1/2
po(f)= n~ a/po(cosnt)2+ n~1 b/po(sinnt)Z

und

( '" )1/2
Prif) = n~l an

2Pr;Ccosnt)2 +b/pp(sinnt)2

fUr 0 < (3 < ct erzeugt.
Die Basis {l, cosnt, sinnt, n EN} ist daher 2-absolut und regular. Bezeichnet

man mit (Srz2) den gestuften Raum 2. Ordnung [3], der aus allen Zahlenfolgen
{7)n} mit

(

CO )1/2
qfJ(7)) = '~I /7)./2 n2

{3 < 00

besteht, so ist durch
f H {ao} x {a., n EN} x {b., n EN}

ein Isomorphismus von Horz
2 auf R x (srz2) X (srz2) gegeben. Da (s/) nach

einem Kriterium von Grothendieck und Pietsch nur fUr IX = 00 nuklear ist
«s",2) ist der Raum (s) der schnell falIenden Zahlenfolgen), aber nach einem
Kriterium von Kothe ein (M)-Raum ist, ist auch HeV nicht nuklear fur
ct < 00. Aus Satz 4 erhalten wir also fUr die Approximation einer z.B. ungeraden
Funktion aus Horx

2 durch Sinusfunktionen die Fehlerabschatzung fUr die
Ableitungen

Prlf - Lnf) <; ny
-{3py(f)

ftir y <; fJ. Weitere (M)-Raume werden in [8] behandelt.
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