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Lineare Approximationsoperatoren in (M)-Riumen

EBERHARD SCHOCK

Institut fiir Angewandte Mathematik, Universitiit Bonn

Bei der Approximation von Funktionen beziiglich einer stetigen Norm
durch lineare Teilriume stellt sich die Frage, wie man die Teilriume zu
wihlen hat, um zu moglichst giinstigen Fehlerschranken zu kommen,
Zugleich ergibt sich das Problem, die Fehler der Ableitungen abzuschitzen.
Als MaB fiir die Giite der Approximation bietet sich die Konvergenz-
geschwindigkeit der Minimalabweichungdes Elementes x vomn-dimensionalen
Teilraum E, beziiglich der stetigen Norm py

P(x’ DPu;s En) = inf{pU(x - y)’ YE En}
an, d.h. wir fragen nach Nulifolgen {«,} mit

lim o ! p(x, py, E,) = 0.

Wie man weil}, versagt dieses Kriterium in (B)-Ridumen (Korollar 1). Wir
zeigen, daB die einzigen (F)-Riume, in denen dieses Kriterium sinnvoll
angewendet werden kann, (M)-Ridume sind, d.h. Réume, in denen jede
abgeschlossene beschrinkte Menge kompakt ist. In (M)-Rdumen mit p-
absoluter regulirer Basis geben wir lineare Operatoren L an, die jedem
x € E eine Approximation Lx zuordnen, fiir die wir eine Fehlerabschitzung
angeben konnen. In der Bezeichnungsweise schlieBen wir uns K&the [3] und
Pietsch [5] an.

Es sei £ ein lokalkonvexer Raum, U(¥) sei ein Fundamentalsystem von
abgeschlossenen absolutkonvexen Nullumgebungen U von E. Jedem U & W(E)
entspricht eine stetige Halbnorm py

pu(x) =inf{r >0, x e 7U}.

Fiir zwei Teilmengen 4, B von E mit A < B und einen n-dimensionalen
Teilraum E, von E sei

8(4,B,E)=inf{8 >0, A <8B+E},
8.(d, B) = inf{8(4, B, E,), E, < E, dim E, < n}.
Firxe E, Ue W(E), A < U sei
p(x, py, Ey) = inf{py(x — y), y € By},

P(A’ DPu, En) = SUP {P(xa DPus En)’ X € A}
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Dann gilt (vgl. [6])
o4, pu, E,) = 8(A, U, E,).

Als diametrale Dimension 4,(E) bezeichnet man nach Bessaga, Pelczynski,
Rolewicz [I] und Pietsch [5] die Menge aller Zahlenfolgen 6={5,, i},
(I={0,1,2,...}) mit der Eigenschaft: Fiir alle U e U(E) gibt es ein ¥V € U(E)
mit V' < U, so daB fiir alle i e I gilt 3,(V, U) < 3,.

Wie das folgende Lemma zeigt, ist die diametrale Dimension nur in (M)-
Riumen nicht trivial.

LeEMMA 1. Es sei E ein (F)-Raum. Es gebe ein 8 € Ay(E) mit lim,, 8, =0.
Dann ist E ein (M)-Raum.

Beweis. Sei B eine abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von E, d.h. fiir
alle Ve Y(E) gibt es ein 7 mit B< 7, V. Zu U € U(E) gibt es nach Definition
der diametralen Dimension ein V € U(E) mit §,(V, U) < §,, also ist §,(B, U) <
7 6;. Daher ist §,;(B, U) fiir alle U € H(£) eine Nullfolge, somit gibt es fiir
€ > 0 ein n mit 6;(B, U) < ¢ fir alle i > n. Daher existiert nach Definition von
8,(B, U) ein endlich dimensionaler Teilraum E; von E mit B< U + E,. Weil
U,=UN E; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als beschrinkte, also
kompakte Teilmenge eines endlich dimensionalen Teilranmes E; angenommen
werden kann, gibt es endlich viele Elemente x, ..., x; mit

k
(So(B, U) + €) Ui < U {xj + EU}.
=1
Ein beliebiges Element x € B 14Bt sich darstellen in der Form x=e¢y + z,
z€ E;, y € U. Dann gilt

pu(2) < epy(y) + pu(x) < € + 8o(B, U).

Folglich hat man
k
xeeU+(e+ 6B, U U, = | {x;+2eU}.
=1

Also ist B durch ein endliches (2¢)-Netz tiberdeckt und somit kompakt.
Gibtes in 4y(E) eine Nulifolge 8,, so gibt es zu jeder beschrinkten Teilmenge
B und zu jeder Nullumgebung U eine Folge von i-dimensionalen Teilrdumen
E; mit
lim 81-1 P(xa Pu> Ei) =0
i

fiir alle x € B.
Wir beweisen nun eine Umkehrung dieses Sachverhaltes.
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SATZ 1. Sei E ein reflexiver (F)-Raum und {o,} eine monoton fallende Folge
positiver Zahlen mit lim,, o, =0. Fiir alle UecW(E) gebe es TeilrGume E;
mit dim E, < i, so daf fiir alle x € E gilt

lim “i—‘ P(x’ pu, E))=0.

-0

Dann ist E ein (M)-Raum.

Beweis. Sei B eine abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von E. Fiir alle
e >0, fiir alle U e H(F) und fiir alle / € I gibt es ein x; € B mit

P(xb Du, Ei) > S(B’ Ua Ei) — €&

Da Bschwach kompakt ist, gibt es eine schwach gegen x, konvergente Teilfolge
{x,,} der Folge {x;}. Daher gibt es ein k¢ mit

P(XO, DPus Eik) > S(B: Ua Eik) —€
fiir alle k > k.
Also ist
lima;!8(B, U, E) =0,

i

und wegen 8,(B,U) < 8B, U, E,)
limag! 8,(B, U) = 0.

{->0
Daherist Bkompakt, und Eist als (M)-Raum nachgewiesen.
Da ein (B)-Raum, in dem beschrinkte Mengen relativkompakt sind, endlich
dimensional ist, haben wir das

KOROLLAR 1. Ist E ein reflexiver (B)-Raum, so folgt aus den Voraussetzungen
von Satz 1, daf E endlich dimensional ist.

Damit haben wir einen Satz von Bernstein erhalten (vgl. Timan [9], S. 40).
Wie von Pallaschke [4] gezeigt wurde, gilt dieser Satz von Bernstein auch in
einer groflen Klasse von metrischen, z.B. in lokalbeschrinkten Ridumen.

KOROLLAR 2. Ist E ein reflexiver (F)-Raum und «; < (i + 1), so folgt aus
den Voraussetzungen von Satz 1, daf E nuklear ist.

Beweis. Nach Pietsch [5] ist E nuklear, wenn alle kanonischen Abbildungen
E(B,U):E(B) - E(U) nuklear sind. Dabei ist E(B) = [ nB, normiert mit

neN

der Norm p;, B absolutkonvex und kompakt, E(U)= E/p;'{0}, normiert
mit der Norm p,. Wegen 8,(B,U) < y(i + 1)~° mit einer Konstanten y >0
ist die kanonische Abbildung E(B, U) aber nuklear. Wir vermerken noch,
daB die Bedingung 8,(B, U) < (i + 1)~3 nur eine grobe Abschitzung ist.
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Ist aber E nuklear, so gibt es zu jeder beschrinkten Menge B und fiir alle
U e U(E) schon Teilrdume E; mit
l_im (@ + 1 p(x, py, E1) =0
fiir alle natiirlichen Zahlen k& und alle x € B (vgl. [6]).
Sei U, Ve U(E) mit ¥V < U, dann gibt es nach Definition der i-ten Durch-
messer Teilrdume E; mit

SV, U,E)=inf{8 >0, V< §U + E;} <26V, U)
d.h. jedes x € V14t sich darstellen in der Form

x=08y+z mit yeU und z€kE,.
Dann gilt
pulx —2) = py(dy) < 8.
Damit erhalten wir fiir eine Fehlerabschitzung den

Sa1z 2. Sei E ein lokalkonvexer Raum. Fiir alle U, Ve WE) mit V< U
gibt es Teilrdume E, von E mit diim E; < i, so daf gilt:
Fiir alle x € E gibt es ein z € E, mit

puix —2) <28V, U) pp(x).

Fiir die praktischen Anwendungen ist die Aussage dieses Satzes noch zu
schwach. Wir werden daher fiir gewisse lokalkonvexe Riume eine Methode
angeben, die es erlaubt, sowohl die i-ten Durchmesser 6,(V, U) zu berechnen
als auch Teilrdume £, zu finden, deren Existenz in Satz 2 nachgewiesen wurde.
Im wesentlichen geht diese Methode auf Dragilew [2] zuriick.

Eine Folge e, €;, ... von Elementen eines lokalkonvexen Raumes F heil3t
eine Basis, wenn es fiir alle x € F eine eindeutig bestimmte Zahlenfolge
Nos M1s M2 - -+ iDL, 5O dafl gilt

x =lim i ;€.
nsw =0
Durch den Ansatz
(i, fio =0
oder
Mk = <x; ﬁi>

werden Linearformen f, auf E definiert, die stetig sind, wenn E z.B. ein
(F)-Raum ist.

Eine Basis {e,} eines (¥)-Raumes E heiBt nach [7] p-absolut, (p > 1), wenn
die Topologie von E auch durch das System der Halbnormen

© 1/ip
qo) = (zo K, f,>;vpu(ei)»)

i=
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erzeugt werden kann, dabei durchlaufe py ein Fundamentalsystem von stetigen
Halbnormen von E.

Eine p-absolute Basis heille nach Dragilew [2] reguldr, wenn fiir alle stetigen
Halbnormen die Folge

{pule)pyle), icl}

monoton ist. Wir bezeichnen mit
U(EY={V,V={xeFE,qyx) < e}, UecU(E), ¢ >0}
LEMMA 2. Es sei X ein normierter Raum mit der Einheitskugel Xy, P: X — X

eine lineare Abbildung mit |P|| <1, P? = P und dimP(X) =n + 1. Dann folgt
fiir jede beschrinkte Teilmenge A von X aus der Beziehung

Xy NP(X)<=d 14
die Ungleichung
Sn(Ay XU) > 8‘

Dieses Lemma ist bei Pietsch bewiesen ([5], S. 130).

LemMMA 3. Fiir die mit den Zahlen 8, > 8, > 8, > ... > 0 gebildete beschriinkte
Teilmenge A von I?

A=lpelrr, S s < 1}
i=0
gelten die Identitditen
81(14, U) = Sl!/p.

(U ist die Einheitskugel von 17.)
Beweis. Wir betrachten in /? in Anlehnung an Pietsch die linearen Teilriume

F,={nel?,n,=0fiir i >m}.

Dann bestehen wegen
> It < 2 8,87 mle <8 3 8> < 3
=m =m =m

die Beziehungen

A<cdPU+ F,.
Also ist

8a(4,U) < 8%,

Wir betrachten nun die Abbildungen P,,:I” — [” mit
N {N0s Pise e s s 00500 1
Dann gilt ||P,l| < 1, P,k = P,, und F,,, = P, (I").
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Wegen
2 8PP = 2 87 Sl milP < 2 |mil”
i=0 i=0 i-0
gilt
UN Fpyy < 8,17 4.
Also folgt aus Lemma 2
On(4, U) > 8,",

damit gilt also
8,,(4, U)= 8L/

Wir kommen nun dazu, fiir einen (F)-Raum E mit p-absoluter regulirer
Basis {e;} die i-ten Durchmesser zu berechnen und die in Satz 2 garantierten
Teilrdume zu bestimmen. Wir betrachten zwei Nullumgebungen

Vi = {x EE, 2) I<xa fi>]ppk(ei)p < 1} s

ke{l,2} mit V, <V, Wegen V, <=V, ist {p.(e;))/p,(e;)} monoton fallend.
Die Menge

el § o o (42 e

entspricht der Menge 4 in Lemma 3, der Raum A?

= {n =5 b 3 Indratedr < =, xe E}

ist ein dichter Teilraum von /? mit der Einheitskugel

bew. 3 depster <1}.

Dabher erhalten wir aus Lemma 3 den

SATZ 3. Es sei E ein (F)-Raum mit p-absoluter regulirer Basis {e;}. Sei
E,=spann|ey,ey,....,e;_ 1, Vi, V> € Up(E) mit V| < V,. Dann ist

pae)
SV, Vs E) = 8.V, Vy) = £20.
( 1 2 i) i( i 2) pl(ei)

Fiir einen (F)-Raum mit Basis {¢,} bilden wir den linearen Approximations-
operator

n—1
Lyx= 3 <x, foe;
=0

Dann erhalten wir aus Satz 2 die Fehlerabschidtzung
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SATZ 4. Es sei E ein (F)-Raum mit p-absoluter regulirer Basis {e;}. Dann gilt
fiir alle x € E und fiir alle U, Ve U,(E) mit V< U die Fehlerabschiitzung

P U(en
p V(en)

Da in einem nuklearen (F)-Raum jede Basis absolut ist, gilt Satz 4 in allen
nuklearen (F)-Riumen mit regulirer Basis. Wir verweisen auf die Beispiele
in [6]. Wir geben daher abschlieBend ein Beispiel eines nicht nuklearen
(M)-Raumes mit 2-absoluter reguldrer Basis an.

Es sei /:R — R eine integrierbare Funktion mit der Periode 27 und es
gelte

pu(x —Lyx) < py(X).

[T sydr=o.
Dann ist fiir jede Zahl « > 0 das Integral I(f) der Ordnung « definiert durch

LNO=TE™ [*_ @~ f()dr
und die Ableitung der Ordnung a =n -+ (0 <y < 1) durch

do: dn+l )
;it—“f(t) = L ()().

(Diese Definition geht auf H. Weyl zuriick, vgl. Zygmund [10].) Insbesondere
ilt

g e

-—costnt = n*(c, cosnt + s, sinnt),

dt*
d(!
g sinnt = n*(c, sinnt — s, cosnt),
mit
v
¢ =coso (1 —y),
2
. T
Sy = s1n§(1 —9).
Wir setzen

o(f) =[] Syt

fiir eine beliebige integrierbare Funktion der Periode 27 und definieren die
Halbnormen

o) =([27 1 £ )2 at )

ruth = ([ o=t @)

fiir « > 0.
25
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Auf dem linearen Raum Hd,? aller 2w-periodischen Funktionen f mit
pp(f) < e firalle Smit0 <<«

wird durch das Halbnormensystem {pg, 0 < B < a} eine separierte lokal-
konvexe Topologie gegeben, so daB Hd,? ein (F)-Raum ist. Jede Funktion
fe Ho? gestattet eine Fourier-Entwicklung

f(t)=ag+ > a,cosnt -+ b,sinnt
n=1

und es gilt
pp(cosnt) = nP(cg? + s5%)"/2 = nf,
pp(sinnt) = nB(cﬁz + 522 = nb,

o) =(3 @+ )"

~1

Also wird die Topologie von Hé,2 durch die Halbnormen

®© © 1/2
po)= (3 aplcosnty + 3 i polsinnny?)

=0

und

2

@ 1/
pplf) = ( 2. 4, pg(cosnt)? + b,” py(sin nt)z)
n=1

fiir 0 < B < « erzeugt.
Die Basis {1, cosnt, sinnt, n € N} ist daher 2-absolut und regulir. Bezeichnet
man mit (s,?) den gestuften Raum 2. Ordnung [3], der aus allen Zahlenfolgen

{py} mit
0 i/2
613(77):(21 lmlznz‘s) <w flir0<f<u

besteht, so ist durch
f H{ao} X {am }ZEN} X {bm nEN}

ein Isomorphismus von Hé,? auf R x (s,%) X (s,2) gegeben. Da (s,2) nach
einem Kriterium von Grothendieck und Pietsch nur fiir « = « nuklear ist
((s,?) ist der Raum (s) der schnell fallenden Zahlenfolgen), aber nach einem
Kriterium von Kothe ein (M)-Raum ist, ist auch Hg,? nicht nuklear fir
o < co. Aus Satz 4 erhalten wir also fiir die Approximation einer z.B. ungeraden
Funktion aus Hd,? durch Sinusfunktionen die Fehlerabschitzung fiir die
Ableitungen
pe(f =L, )< n’Pp(f)

fiir y < B. Weitere (M)-Riume werden in (8] behandelt.
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